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CWICZENIE 3

Agregacja kontrolowana przez dyfuzje:
przykiad fraktala

Podstawowe pojecia: fraktal, wymiar fraktalny, tréjkat Sierpifiskiego,
agregacja kontrolowana przez dyfuzje, elektroliza

Wstep

Celem ¢wiczenia jest przedstawienie eksperymentu, w ktérym tworzy sie fraktal
oraz symulacja fraktala przy uzyciu komputera. Jako przyktad eksperymentu
shuzy elektroliza wodnego roztworu ZnSO, na powierzchni plaskiej [1],
a symulacje komputerowe przeprowadza sie w oparciu o model przedstawiony
w publikacji [2].

Teoria

Proste figury (obiekty) liniowe (np. odcinek prostej, fuk okregu) maja wymiar 1.
Oznacza to m.in., Ze masa M obiektu jest proporcjonalna do jego wymiaru
liniowego L, M(L) 00 L'. Figury ptaskie (np. tréjkat, koto, czworobok) wymiar 2:
M(L) O L? natomiast natomiast figury przestrzenne (np. szescian, kula) maja
wymiar 3, M(L) O L*. Fraktale sq obiektami geometrycznymi majacymi ztozony
ksztalt, ktéry powoduje, ze zaleznos¢ pomiedzy rozmiarami obiektu i jego masa
nie mozna opisa¢ wymiarem catkowitym 1, 2 lub 3. Obiektom fraktalnym,
chcemy przypisa¢ wymiar, ktéry bedzie mégt przyjmowac wartosci utamkowe,

i ktory bedzie uogélnieniem dobrze znanego wymiaru figur liniowych, ptaskich

i przestrzennych.

Definicja wymiaru fraktalnego dy: je$li masa M obiektu geometrycznego zalezy
od jego wymiaru liniowego w nastepujacy sposob

ML) O 1, 1)

to wymiar fraktalny tego obiektu wynosi d;.
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Fraktale mogg sie tworzy¢ przez samo-powtarzanie tych samych elementéw, tzn.
patrzac na powiekszony obraz fraktala zauwaza sie, iz maly fragment obiektu
ma ta samgq strukture, co caly obiekt. Dla takich obiektow wystepuje ciekawa
zaleznos¢ gestoSci od wielkoSci obiektu. Im wiekszy obszar, tym mniejsza ma
gestos¢, (gdy obszar jest nieskoniczenie duzy, gesto$¢ osigga zero).

Przyktad fraktala: tréjkat Sierpinskiego

Ponizej przeSledZmy jak w prosty sposéb mozna skonstruowac trojkat
Sierpinskiego (wymiar fraktalny di =1,585) jako reprezentatywny fraktal
deterministyczny.

1. Narysowac¢ tréjkat rownoboczny o dlugosci boku np. 1. Srodki bokéw tréjkata
polaczy¢ odcinkami. Powstaja cztery tréjkaty r6wnoboczne, kazdy o dlugosci
boku 1/2. Usuna¢ $rodkowy trojkat:

2. Kazdy z pozostalych mniejszych trojkatow podzieli¢c ponownie na cztery
réwne tréjkaty. Ich wierzchotkami sg Srodki bokdw tréjkatéw otrzymanych
w poprzednim kroku. Usuna¢ srodkowe tréjkaty:
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3. Powtarzac procedure z punktu 2.

Po k krokach poczatkowy tréjkat bedzie miat 1+3+32+...+3"" dziur, ktorymi sa
usuniete trojkaty réznej wielkosci. Rysunek ponizej pokazuje tréjkat po 5
krokach konstrukcji.

&
Rys. 1. Trojkat Sierpinskiego.

Agregacja kontrolowana przez dyfuzje (DLA, ang. Diffusion Limited
Aggregation)

Dla uproszczenia rozpatrujemy dyfuzje na dwuwymiarowej sieci kwadratowe;j.
Na $rodku sieci znajduje sie nieruchomy zarodek. Na okregu, ktérego srodkiem
jest zarodek umieszcza sie losowo nowa czastke. Czastka ta wykonuje bladzenie
przypadkowe, ktore reprezentuje proces dyfuzji. Jesli czastka znajdzie sie
w miejscu sasiadujacym z zarodkiem lub powstalym wokol niego agregatem,
zostaje wlaczona do agregatu i na okregu generowana jest nowa czastka, ktéra
rozpoczyna bladzenie przypadkowe. Jesli czastka oddali sie od agregatu tak, ze
wyjdzie poza okrag, zostaje zastapiona nowa czastka generowang losowo na
okregu. Odpowiedni algorytmu, ktéry mozna zaimplementowa¢ w jezyku
programowania (np. C++, python), ma postac:

1. Utworzy¢ sie¢ kwadratowa z weztami, ktérym przypisano warto$¢ 0 (= pusty
wezel).

2. W $rodek sieci wstawi¢ zarodek, tzn. przypisa¢ temu weztowi warto$¢ 1
(= zajety wezel).

3. Wyznaczy¢ losowo punkt poczatkowy dla nowej czastki na okregu wokét
zarodka.
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4. Okresli¢ losowy kierunek kroku czastki (N, E, S W) i przesuna¢ czastke do
nowego miejsca.

5. Sprawdzi¢, czy nowe miejsce znajduje sie poza okregiem: jesli tak, to proces
zostaje przerwany i generujemy nowa czastke zgodnie z punktem 3.

6. Sprawdzi¢, czy nowe miejsce sasiaduje z jakas czastka agregatu: jesli tak,
czastka staje sie czescia agregatu i powtarzamy punkt 3, jesli nie powtarzamy
punkt 4.

Jednym z eksperymentalnych sposobéw otrzymywania agregatow DLA jest
przeprowadzenie elektrolizy rozpuszczalnej soli. W trakcie procesu
obserwujemy proces agregacji masy wokot srodka (punktu centralnego).
W rezultacie otrzymujemy fraktal DLA zblizony ksztaltem do przedstawionego
na ponizszym rysunku

Rys. 2. Fraktal DLA.

Czesc praktyczna

Metoda

Cwiczenie podzielone jest na 2 czesci.

W czeSci 1 — doswiadczalnej agregat DLA cynku otrzymuje sie metoda
elektrochemiczng przeprowadzajac elektrolize wodnego roztworu ZnSO, przy
zastosowaniu elektrod cynkowych.

W czeSci II — numerycznej przeprowadza sie komputerowa symulacje
powstawania agregatu DLA.

Odczynniki i aparatura
-ZnS047H,0;
-2 szalki Petriego;
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-kolbka miarowa na 100 cm?;

-zlewka na 50 cm?;

-pipeta na 2 cm?;

-tryskawka;

-folia transparentna;

-anoda cynkowa w ksztalcie dopasowanym do szalki Petriego;

-katoda cynkowa;

-2 fapy;

-statyw;

-papier z nakreSlonymi okregami wspotSrodkowymi o r6znicy miedzy
poszczegblnymi promieniami 0,005 m;

-zasilacz pradu;

-2 stopery.

Wykonanie éwiczenia

Czes$¢é eksperymentalna

1. Sporzadzamy 100 cm® 0,5 mol-dm™ wodnego roztworu siarczanu (VI) cynku.
2. Elektrody pluczemy dokladnie woda destylowana i suszymy.

3. Montujemy zestaw do przeprowadzenia elektrolizy wedlug przedstawionego
ponizej schematu:

Katoda cynkowa

N

Anoda cynkowa {

Kolo z folii Roztwor ZnSO,
transparentnej
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4. Anode wykonang z cynku umieszczamy w szalce Petriego, tak, aby
pokrywala sie z wewnetrznym brzegiem szalki.

5. Cze$¢ przygotowanego roztworu wlewamy do zlewki na 50 cm?®.

6. Przy uzyciu pipety roztwér ZnSO, pobieramy ze zlewki i réwnomiernie
rozprowadzamy na szalce Petriego, tak, aby utworzyt cienka warstwe cieczy
o grubosci ok. 1 mm — 1,5 mm.

7. Nastepnie przykrywamy roztwo6r kolem wycietym z folii transparentnej
o Srednicy rownej wewnetrznej Srednicy szalki Petriego. W srodku kota robimy
otwor o srednicy okoto 1 mm.

UWAGA: zwréci¢ uwage, aby pomiedzy folia i roztworem nie bylo
pecherzykow powietrza. Jezeli sie pojawia, nalezy je usuna¢ (np. za pomoca
szklanej bagietki).

8. Przygotowang w ten sposob szalke Petriego z przykrytym roztworem
umieszczamy na papierze, z nakreSlonymi okregami wspotsrodkowymi, ktérych
promienie r6znia sie o 5 mm.

UWAGA: Nalezy zwrdci¢ uwage, aby otwor w folii przykrywajacej roztwoér
pokrywat sie ze wspélnym srodkiem okregéw wykreslonych na papierze.

9. Cynkowa katode przytrzymujemy tapa przykrecona do statywu, a jej koniec
umieszczamy w otworze folii przykrywajacej roztwor, zwracajac uwage, aby
elektroda znajdowata sie w kontakcie z roztworem.

10. Przed wiaczeniem zasilacza do sieci, oba potencjometry znajdujace sie po
prawej stronie aparatu opisane jako ,, Voltage” muszg by¢ skrecone w prawo do
oporu. Zapewnia to skorzystanie z maksymalnego napiecia wyjSciowego
zasilacza.

Jedna z elektrod laczymy ze Zrédlem zasilania (anoda — biegun dodatni; katoda
— biegun ujemny). Majac tak przygotowany uktad, wciskamy przycisk ,,Power”
laczac w ten sposob zasilacz z siecia, taczymy druga elektrode ze zrédtem
zasilania i natychmiast ustawiamy zadane natezenie pradu, np. 0,1 A, najpierw
zgrubnie przesuwajac, bardzo delikatnie, w prawo potencjometr znajdujacy sie
nad napisem ,coarse”, a nastepnie potencjometrem opisanym jako ,fine”
ustawiamy dokladna, zadang warto$¢ natezenia pradu (nastawiona warto$¢
natezenia pradu w amperach wyswietla sie na ekranie wskaznika cyfrowego).
Natychmiast wlaczamy stopery.

11. W tym momencie rozpoczyna sie proces agregacji, obserwujemy proces
wzrostu fraktala Zn. Mierzymy czas osiagniecia przez wybrane dwa ramiona
powstajacego agregatu kolejnych okregéw (czas mierzymy dla 2 réznych
ramion fraktala). Dane umieszczamy w Tabeli 1:
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R/m t/s | t/s | m/g | m/g |InR | Inm lnm,
0,005
0,010
0,015
0.020
0.025
0.030
0.035
0.040

R - promienie okregéw na papierze

t - czas osiggniecia poszczegolnych okregéw przez ramie fraktala

m - masa wydzielonego cynku.

12. Po zakonczonym pomiarze, odtaczamy Zrodto zasilania, wyciskajac przycisk
,2Power” na zasilaczu. Elektrody odlgczamy od zaciskow (+) i (-), pluczemy
doktadnie woda destylowana i suszymy.

13. Nastepnie, uzywajac czystej szalki Petriego, powtarzamy do$wiadczenie dla
kolejnej warto$ci natezenia pradu np. 0,5 A. Uzyskane wyniki pomiaréw
umieszczamy w oddzielnej Tabeli 2.

Obliczenia

1. Dla danej serii pomiaréw, dla kazdego z czaséw t; i t,,, obliczamy mase
wydzielonego cynku stosujac prawo Faraday'a:

m = kit

gdzie k = Mz,/(zF), Mz,= 65,4 g'mol™, z - liczba moli elektron6w wymienianych
w procesie elektrodowym przy osadzeniu 1 mola Zn, F = 96485 C-mol™ - stata
Faraday a,. Obliczone warto$ci mas wpisujemy do tabeli.

2. Obliczamy wartosci InR i Inm, po czym wykre$lamy zaleznos¢ Inm = f(InR)
dla dwéch obserwowanych ramion fraktala 1 i 2. Warto$¢ wymiaru fraktalnego
dla dr obliczamy przy uzyciu regresji liniowej. Wymiar fraktalny jest réwny
wspoélczynnikowi kierunkowemu otrzymanej prostoliniowej zaleznosci.

3. Z wartosci di uzyskanych dla dwo6ch ramion agregatu obliczamy warto$¢
Srednia.

4. Obliczenia wykonane dla sposob opisany w punktach 1 - 3 wykonujemy dla 2
serii pomiaréw réznigcych sie natezeniem pradu.
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Czes$¢ numeryczna

Symulacje

Symulacja agregacji kontrolowanej przez dyfuzje wykonywana jest za pomoca
programu dla-2d.exe dla réznych wielkosci agregatu. Po uruchomieniu
program pyta sie o wielkoS¢ agregatu i zapisuje wyniki do pliku dla-
2d.data.

Wizualizacja i analiza

Rysunki fraktali i analize ich struktury (okreslenie wymiaru fraktalnego) mozna
przeprowadzi¢ w specjalizowanym programie do analizy danych (np. Origin)
lub za pomoca arkusza kalkulacyjnego (np. korzystajac z mozliwosci filtrowania
danych).

1. Sporzadzi¢ rysunki agregatow ztozonych z coraz wiekszej liczby czastek (np.
10% 10° 10°, 10°).

2.Wyznaczy¢ wymiar fraktalny agregatu DLA. Wyznaczy¢ kwadrat, ktory
pokrywa obiekt fraktalny wokét zarodka agregacji kontrolowanej przez dyfuzje.
Wyznaczy¢ liczbe czastek (zajetych wezldw), ktore zmiescily sie w tym
kwadracie. Obliczy¢ gestos¢ p dzielac liczbe zajetych weztéw M przez catkowita
liczbe miejsc w obrebie kwadratu L°. Procedure powtarza¢ stopniowo
zmniejszajac L (np. o okoto 2 razy). Wyniki zapisa¢ w tabeli np.

L M p=M1I?

161
81
41
21

Narysowac wykres p od L.
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Wyznaczy¢ wymiar fraktalny d; agregatu z wykresu zalezno$ci logarytmu
gestosci p od logarytmu dtugosci boku kwadratu L. Jesli prawdziwy jest wzér:

pO L @

to wykres Inp = f(InL) jest prosta linig prosta o nachyleniu d—2 i badany obiekt
jest fraktalem o wymiarze fraktalnym d;. Poréwna¢ z wartoScia teoretyczna
di =1,66.

Dyskusja

1. Napisa¢ réwnania reakcji, ktére zachodza na elektrodach podczas tworzenia
fraktala.

2. Okresli¢, jakie czynniki decyduja o szybko$¢ powstawania fraktala cynku.

3. Jaka jest relacja miedzy fraktalem otrzymanym w eksperymencie a fraktalem
wygenerowanym komputerowo?

Literatura cytowana

[1] M. Matsushita, M. Sano, Y. Hayakawa, H. Honjo, Y. Sawada, Phys. Rev.
Lett. 53 (1984) 286.
[2] T. A. Witten, Jr., L. M. Sander, Phys. Rev. Lett. 47 (1981) 1400.

Zagadnienia dodatkowe
Elektroliza, prawa Faraday’a, dyfuzja.
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